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Cet article situe le rôle et l'importance de l'euro dans une perspective de choix
de portefeuille international. Pour la plupart des investisseurs, les opportunit¶es
de placements se situent principalement µa l'¶etranger. En e®et, même si le march¶e
¯nancier mondial le plus important est sans aucun doute celui des Etats-Unis, qui
repr¶esente environ 40% de la capitalisation boursiµere mondiale, une grande partie
des opportunit¶es d'investissements pour les Am¶ericains se situent en dehors de leur
march¶e domestique.

Cependant, cette observation ne se traduit pas dans les faits, et l'on observe même
le ph¶enomµene inverse de home bias. En ce qui concerne l'Europe, de nombreux ob-
servateurs avancent que les investisseurs sont notoirement sous-diversi¯¶es en actifs
internationaux, en regard de ce que pr¶edirait un choix optimal (th¶eorique) de porte-
feuille. Ce problµeme est relativement bien document¶e, bien que les avis divergent
sensiblement sur les causes de cette sous-diversi¯cation internationale. On peut citer
le ph¶enomµene des \frictions" telles que les coûts de transactions, les cons¶equences
de problµemes d'asym¶etrie d'informations, les limitations explicites pour la d¶etention
d'actifs par les investisseurs ¶etrangers et surtout le risque dû µa la volatilit¶e des taux
de change2.

Il nous semble cependant qu'une grande partie du home bias peut être expliqu¶ee
par la structure de la matrice de variance - covariance d'un investisseur une fois
les rendements des actifs internationaux exprim¶es dans une monnaie domestique.
A titre d'exemple, Cheol et Resnick (1988) montrent, sur la p¶eriode 1980 µa 1985,
que la volatilit¶e du taux de change explique 50 % de la volatilit¶e en dollar des
investissements en actions sur les march¶es allemands, japonais et anglais. En outre,
ces auteurs expliquent que les variations du taux de change (par r¶ef¶erence au dollar)
sont fortement corr¶el¶ees avec les devises, ce qui indique qu'une grande partie du
risque de change n'est pas diversi¯able dans un portefeuille multi-devises.

Nous d¶eveloppons une th¶eorie de l'investissement international, dans laquelle les
gestionnaires prennent en consid¶eration les rendements de l'ensemble des actifs inter-
nationaux ainsi que les dynamiques des taux de change. Ce type de probl¶ematique
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2Pour une revue complµete de la litt¶erature, se r¶ef¶erer aux parties I et II du rapport du THEMA
cit¶e en bibliographie sous B¶en¶essy-Qu¶er¶e et al. (1999).
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a d¶ejµa ¶et¶e abord¶e notamment par Solnik (1974), Adler et Dumas (1983), Odier et
Solnik (1993) et Campbell (1991).

Une fa»con de mod¶eliser le ph¶enomµene de home bias est de tenir compte explicite-
ment de contraintes sp¶eci¯ques lorsque l'on aborde le problµeme de la d¶etermination
du portefeuille optimal dans un cadre international. Une des applications de notre
analyse est de permettre de s'interroger sur le rôle attendu de l'euro comme monnaie
de r¶eserve, et son impact sur une ¶eventuelle r¶eallocation durable des portefeuilles
internationaux.

Nous abordons la question en examinant le problµeme du choix de portefeuilles op-
timaux pour des investisseurs bien d¶e¯nis, comme les fonds de pensions ou les soci¶et¶es
d'assurance, tout en essayant d'inf¶erer la nature des contraintes explicites et/ou im-
plicites qu'ils s'imposent. Il s'agit ensuite de simuler la zone Euro en analysant les
caract¶eristiques de rendement, de risque ainsi que la structure des covariances des
actifs libell¶es en euro, sans oublier les nouvelles dynamiques de taux de change.

Ceci nous conduit alors µa calculer les nouveaux portefeuilles optimaux µa la suite
de l'UEM. Cette mod¶elisation permet de donner des ordres de grandeur et indique
quels auraient ¶et¶e les choix op¶er¶es par un investisseur am¶ericain si l'UEM avait ¶et¶e
en place pendant la p¶eriode ¶etudi¶ee. Notons, que ce nouveau r¶egime peut conduire
une partie des investisseurs internationaux µa modi¯er leurs contraintes, et ainsi µa
s'autoriser de meilleures possibilit¶es de diversi¯cation internationale.

Dans la section suivante, nous pr¶esentons un modµele statique de choix de porte-
feuilles contraints et pr¶esentons les r¶esultats en terme de r¶eallocations de portefeuille
µa la suite de l'UEM et d'impact des contraintes pour un investisseur am¶ericain. La
Section 2 propose un modµele dynamique de portefeuille en absence d'opportunit¶e
d'arbitrage. Nous montrons comment le comportement de pr¶ef¶erence pour les actifs
domestiques peut être compatible avec un modµele µa variable d'¶etat dans lequelle
cette derniµere est par exemple le taux d'int¶erêt domestique.

1 Modµele statique des march¶es des capitaux in-

ternationaux

Les travaux en ¯nance internationale se sont souvent orient¶es dans des directions as-
sez ¶eloign¶ees, en raison notamment de la diversit¶e des fa»cons de mesurer les risques et
les performances des investissements internationaux. La majorit¶e des actifs ¶echang¶es
sur les march¶es internationaux de capitaux sont libell¶es en termes nominaux et sont
donc expos¶es au risque d'in°ation et aux °uctuations de change. Comme le soulig-
nent Basak et Gallmeyer (1999), les approches th¶eoriques pass¶ees se sont organis¶ees
autour de plusisieurs paradigmes a¯n de r¶epondre µa un nombre croissant de ques-
tions.

Le premier paradigme est repr¶esent¶e par le MEDAF international de Solnik
(1974), puis viennent les modµeles d'¶equilibre internationaux d'actifs qui ¶etudient
les quantit¶es en termes r¶eels (Dumas, 1992) et en¯n les modµeles prenant en compte
les frictions µa l'international ou encore des modµeles d'¶equilibre internationaux in-
corporant des prix nominaux pour des agents oblig¶es de d¶etenir de la monnaie en
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raison de frictions sur les march¶es.
Dans cet article, les prix des actifs et les taux de change sont suppos¶es exogµenes :

l'investisseur est donc consid¶er¶e comme un preneur de prix (price taker). Un ¶el¶ement
important de notre approche est qu'un investisseur est suppos¶e convertir l'ensemble
de son portefeuille en sa monnaie domestique et en termes nominaux.

1.1 Un modµele simple de choix de portefeuille international

Consid¶erons un modµele simple de choix de portefeuille sur une p¶eriode, dans lequel
on n'envisage de n'investir que dans trois pays : la France, l'Allemagne et les Etats-
Unis. Il n'y a que deux types d'investissement par pays : l'un en actions et l'autre
en obligations. Notons BF , BG et BU les placements en obligations (pour la France,
l'Allemagne et les Etats-Unis respectivement) et SF , SG et SU les placements en
actions.

1.2 Modµele moyenne-variance contraint et simulations

Consid¶erons µa pr¶esent un investisseur qui recherche la maximisation de son esp¶erance
d'utilit¶e sous la forme moyenne - variance classique. On note ¸ son degr¶e d'aversion
pour le risque.

Notons R le vecteur des rendements esp¶er¶es exprim¶es dans la devise de l'inves-
tisseur. La matrice de variance-covariance des rendements des actifs est not¶ee §. On
note µ le vecteur de taille 2N£1 (oµu N repr¶esente le nombre de pays ; ici N = 3) des
proportions de sa richesse initiale que l'investisseur d¶ecidera d'investir dans chaque
actif. Le programme de l'investisseur, si sa seule contrainte est

P
µi = 1, est alors

le suivant :

Maxµ : µ
0R¡ ¸

2
µ0§µ, sous la contrainte µ0e = 1 (1)

oµu e est le vecteur unit¶e. La solution est donn¶ee par3 :

µ¤ =
1

¸

·
§¡1R+

·
¸¡ e0§¡1R

e0§¡1e

¸
§¡1e

¸
(2)

L'¶equation (2) indique qu'un changement de l'aversion pour le risque peut mod-
i¯er les proportions optimales de fa»con non triviale. Par exemple, dans le cas oµu la
matrice § est diagonale, d'¶el¶ement caract¶eristique ¾2i , l'¶el¶ement ¸ ¡ e0§¡1R s'¶ecrit
¸¡§i

Ri
¾2i
, valeur qui peut changer de signe si ¸ devient sup¶erieur ou inf¶erieur µa §i

Ri
¾2i
.

De plus, si l'on impose des contraintes sp¶eci¯ques sur les proportions µa investir,
alors la solution optimale s'en trouvera modi¯¶ee. Avec des contraintes lin¶eaires, le
programme (1) peut s'¶ecrire :8>><>>:

Maxµ : µ
0R¡ ¸

2
µ0§µ, sous les contraintes

µ0e = 1
Pµ = p
Qµ ¸ q

(3)

3Les d¶etails de ce calcul se trouvent dans la partie IV du rapport du THEMA (1999).
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oµu l'on a m contraintes d'¶egalit¶e, en plus de la somme ¶egale µa 1, et l contraintes
d'in¶egalit¶es. P est de taille m£ 2N , p est un vecteur de taille m£ 1, Q est de taille
l£2N et en¯n q est de taille l£1. Ce type de programme sera r¶esolu num¶eriquement4.

1.3 Estimation des paramµetres

Cette partie pr¶esente rapidement la m¶ethode retenue pour estimer les rendements
et la structure de variance - covariance. Pour chacun des trois pays consid¶er¶es, nous
avons utilis¶e des donn¶ees mensuelles de Datastream et de Morgan Stanley Capital
International (MSCI) qui donnent pour la p¶eriode allant de janvier 1985 µa juin 1995,
les indices actions et obligations, ainsi que les taux de change. On suppose que la
dynamique d'un indice St ¶evalu¶e dans sa monnaie d'origine suit un processus de
di®usion standard :

dSt = St
¡
¹Sdt+ ¾SdWS

t

¢
(4)

La solution de (4) est St = S0 expf
£
¹S ¡ 1=2(¾S)2

¤
t+ ¾SW S

t g, avec pour esp¶erance
et variance :

E
h
St
St¡k

i
= expf£mS + 1=2(¾S)2

¤£ kg,
V
h
St
St¡k

i
= expf£2mS + (¾S)2

¤£ kg expf£(¾S)2 £ k
¤¡ 1g,

oµu mS = E
h
ln( St

St¡1
)
i
= ¹S ¡ 1=2(¾S)2.

Notons It le taux de change qui convertit la devise de l'actif St en la devise de
l'investisseur que l'on considµere :

dIt = It
¡
¹Idt+ ¾IdW I

t

¢
(5)

Comme pr¶ec¶edemment, la solution s'¶ecrit :

It = I0 expf
£
¹I ¡ 1=2(¾I)2

¤
t+ ¾IW I

t g (6)

Soit ~St l'actif St ¶evalu¶e dans la devise de l'investisseur ( ~St = St £ It ), on a : d ~St =
~St
³
¹
~Sdt+ ¾

~SdW
~S
t

´
, et la solution prend la forme suivante:

~St = S0I0 expf
£
¹S + ¹I ¡ 1=2(¾S)2 ¡ 1=2(¾I)2

¤
t+ ¾

~SW
~S
t g (7)

oµu par identi¯cation : ¾
~S =

p
(¾S)2 + (¾I)2 + 2¾S¾I½SI , et on posera ~S0 = S0I0.

Par construction, nous avons: 8Si; 8Sj; ½SiSj = corr(W Si
t ;W

Sj
t ). Ceci implique

que pour tout actif S et pour tout taux de change I, ½SI = corr(W S
t ;W

I
t ). On en

d¶eduit donc l'estimateur suivant pour le coe±cient de correlation :
½̂SI = ¾̂SI=(¾̂S¾̂I). L'estimateur pour l'¶ecart-type, not¶e ¾̂

~S, s'¶ecrit alors :

¾̂
~S =

p
(¾̂S)2 + (¾̂I)2 + 2 ¾̂SI

4Voir la pr¶esentation de la m¶ethode de r¶esolution num¶erique d'Uzawa dans la partie IV du
rapport THEMA (1999).
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L'estimateur de l'esp¶erance annuelle (k = 12) d'un actif S converti au moyen du
taux de change I s'¶ecrit alors, en fonction des paramµetres estim¶es, comme suit :

Ê [Rt] = Ê

"
~St

~St¡12

#
= expf£m̂S + m̂I + 1=2(¾̂S)2 + 1=2(¾̂I)2 + ¾̂SI

¤£ 12g (8)

V̂ [Rt] = V̂

"
~St

~St¡12

#
= expf£2m̂S + 2m̂I + (¾̂S)2 + (¾̂I)2 + 2¾̂SI

¤£ 12g (9)

£ expf££(¾̂S)2 + (¾̂I)2 + 2¾̂SI
¤£ 12

¤¡ 1g

oµu m̂S = 1
T¡1

P
ln( St

St¡1
), et (¾̂S)2 = 1

T¡1
Ph

ln( St
St¡1

)¡ m̂S
i2
.

Les estimateurs des covariances se calculent de fa»con similaire.

1.4 L'investisseur Am¶ericain

A¯n d'exploiter le modµele de choix de portefeuille standard pr¶esent¶e ci-dessus, nous
avons calcul¶e le vecteur des rendements annuels esp¶er¶es R, une fois convertis en
dollars, sachant que l'appr¶eciation annuelle moyenne des devises europ¶eennes contre
le dollar a ¶et¶e respectivement de 0,06 pour le franc fran»cais et de 0,071 pour le
deutsche mark :

Tableau 1
Rendements annuels exprim¶es en dollars (1985:1-1995:12)

BF BG BU SF SG SU

m̂
~S 0; 0737 0; 0749 0; 0171 0; 1598 0; 1496 0; 1183

Ê [Rt] 1; 0842 1; 0876 1; 0197 1; 204 1; 192 1; 138

Les valeurs pour la matrice de variance - covariance historique §̂ = V̂ [Rt] des
rendements annuels convertis pour l'investisseur am¶ericain sont :

Tableau 2
Matrice §̂ historique pour un investisseur US (1985:1-1995:12)

BF BG BU SF SG SU

BF 0; 0191
BG 0; 0190 0; 0216
BU 0; 0032 0; 0028 0; 0031
SF 0; 0195 0; 0190 0; 0045 0; 0768
SG 0; 0161 0; 0177 ¡0; 0036 0; 0562 0; 0796
SU 0; 0003 ¡0; 0017 0; 0027 0; 0228 0; 0182 0; 0289

Le tableau suivant pourrait être consid¶er¶e comme repr¶esentant le choix optimal
observ¶e pour une cat¶egorie d'investisseurs am¶ericains : les pension funds. Il contient
¶egalement la composition observ¶ee pour les assureurs fran»cais et allemands :
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Tableau 3
Structure typique de portefeuille (en %) et `Home Bias'

Type d'actifs Etats-Unis France Allemagne
Actions domestiques 48 69 10

Actions internationales 4 3 1
Obligations domestiques et assimil¶ees 47 27 87

Obligations internationales et assimil¶ees 1 1 2
Source : Pension Funds Indicators (1995) et FFSA.

Comme nous allons le voir, sur la p¶eriode 1985-1995, les pr¶edictions d'un modµele
moyenne - variance simple non contraint ne permettent pas d'expliquer ces compo-
sitions. Des contraintes sp¶eci¯ques doivent être incorpor¶ees µa notre modµele pour
retrouver une structure proche du portefeuille typique observ¶e pour un investis-
seur institutionnel am¶ericain. A l'aide des donn¶ees calcul¶ees pr¶ec¶edemment, nous
pouvons ¶etablir le pro¯l du portefeuille optimal pour l'investisseur am¶ericain. Le
graphique 1 en annexe repr¶esente la composition optimale th¶eorique du portefeuille
pour l'investisseur am¶ericain contraint par l'interdiction de vendre l'un quelconque
des actifs µa d¶ecouvert, comme une fonction de son aversion pour le risque.

Cet investisseur ne fera entrer d'obligations am¶ericaines dans son portefeuille que
pour des valeurs relativement ¶elev¶ees de ¸, et ensuite l'accroissement du poids des
obligations US est relativement lent. Par contre, si les actions fran»caises int¶eressent
fortement l'investisseur US lorsque son aversion est faible, le poids de ces derniµeres
diminue µa une vitesse quasi exponentielle avec ¸.

Le comportement de la composition en actions US est moins simple. Pour des
valeurs faibles de ¸, leur poids augmente µa une vitesse semblable µa celle de la
d¶ecroissance constat¶ee pour les actions fran»caises. Ainsi, pour des valeurs relative-
ment faibles de ¸, il y a bien trade-o® entre actions fran»caises et am¶ericaines, le
poids de ces derniµeres atteignant un maximum autour de 50% du portefeuille.

Cependant, pour des valeurs de ¸ sup¶erieures µa 10, un nouvel arbitrage se fait
au d¶etriment des actions US, et en faveur des obligations US. De fa»con relativement
surprenante, le comportement g¶en¶eral de la composition en obligations allemandes
est similaire µa celui des actions am¶ericaines. Leur poids est nul jusque ¸ = 3, pour
ensuite crôitre r¶eguliµerement et atteindre plus de 40% du portefeuille, pour une
valeur de ¸ telle que le poids des actions US avoisine les 50%. Ensuite, les poids de
ces deux actifs d¶eclinent en faveur des obligations US.

Pour ce qui concerne les actions allemandes, leur proportion d¶epasse les 20%
pour de faibles valeurs de ¸, mais diminue ensuite, tout en restant µa un niveau
quasi-incompressible de 5%. En¯n, avec les paramµetres estim¶es, notre modµele donne
un poids ¶egal µa z¶ero pour les obligations fran»caises, quelle que soit la valeur de ¸.
Globalement trois zones apparaissent :

- un trade-o® entre actions fran»caises et am¶ericaines pour ¸ < 3, avec une forte
sensibilit¶e du portefeuille µa l'aversion au risque de l'investisseur;

- une zone relativement peu sensible pour 3 < ¸ < 10, dans laquelle la part des
actions am¶ericaines est d'environ 50%.
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- un \trade-o®" en faveur des obligations am¶ericaines au d¶etriment µa la fois des
actions am¶ericaines et des obligations allemandes (¸ > 10).

On voit d'aprµes le graphique 1 qu'il n'existe pas de valeur pour ¸ qui permette
au modµele utilis¶e de reproduire, voire d'approcher, les compositions observ¶ees. Le
graphique 2 en annexe repr¶esente une simulation dans laquelle le home bias est
mod¶elis¶e au moyen de la contrainte BU + SU > 80%.

Remarquons ici que, pour les valeurs de ¸ retenues, la contrainte introduite est
toujours satur¶ee et que le comportement de l'investisseur est sensiblement modi¯¶e.
En particulier, on ne retrouve plus dans la forme du portefeuille ¶etranger l'importance
des obligations allemandes.

1.5 Simulation du passage en r¶egime UEM

Nous allons µa pr¶esent utiliser une matrice de variance - covariance et des rendements
anticip¶es en r¶egime UEM issus de B¶enassy-Qu¶er¶e et Mojon (1998). Ces derniers con-
sidµerent un modµele macro¶economique simpli¯¶e µa trois pays, Allemagne, Etats-Unis
et France, entre 1972 et 1995. La structure de chaque ¶economie, en termes de boucle
prix-salaire, de demande int¶erieure et de demande d'importations et d'exportations,
est suppos¶ee invariante µa travers trois r¶egimes de change entre l'Allemagne et la
France : UEM, SME et changes °ottants.

En r¶egime de °ottement ou d'UEM, le taux de change est mod¶elis¶e µa l'aide d'une
parit¶e des taux d'int¶erêt non couverts, avec des anticipations rationnelles et une
prime de risque dont l'ampleur et la volatilit¶e sont estim¶ees.

Des simulations stochastiques sont mises en ¾uvre a¯n de d¶eterminer l'impact
du r¶egime de change sur la volatilit¶e de di®¶erentes variables macro ¶economiques,
notamment les taux d'int¶erêt, les prix et les taux de change qui nous int¶eressent
ici. Ces simulations conduisent µa la matrice §̂ suivante pour les rendements annuels
pour l'investisseur am¶ericain :

Tableau 4
R¶egime UEM : matrice §̂ simul¶ee pour un investisseur US

BEU BU SF SG SU

BEU 0; 0126
BU 0; 0025 0; 0036
SF 0; 0115 ¡0; 0007 0; 0709
SG 0; 0099 ¡0; 0020 0; 0492 0; 0716
SU ¡0; 0004 0; 0030 0; 0234 0; 0193 0; 0291

Le graphique 3 an annexe est l'¶equivalent en r¶egime UEM du graphique 1. Re-
marquons tout d'abord que l'allure g¶en¶erale des ¶evolutions des poids des actifs dans
le portefeuille US ne change guµere. Cependant, et il s'agit lµa du r¶esultat le plus
important ici, µa aversion au risque ¶egale, on constate une r¶eallocation du portefeuille
de l'investisseur am¶ericain en faveur des placements en obligations libell¶ees en euro,
et ce au d¶etriment des obligations US. Pour le reste, la composition du portefeuille
n'est pas singuliµerement modi¯¶ee. L'explication de ce r¶esultat est que les simulations
stochastiques montrent une anticipation µa la baisse de la variance du taux de change
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dollar contre euro, et un accroissement de la variance des rendements obligataires
am¶ericains.

Le graphique 4 de l'annexe reprend la contrainte des 80% investis en actifs do-
mestiques dans le cas du r¶egime UEM. Nos calculs montrent que cette contrainte
est satur¶ee pour toute valeur de ¸ < 45. D'autre part, remarquons que le fait
d'introduire cette contrainte r¶eduit l'attrait des obligations europ¶eennes pour l'inves-
tiseur am¶ericain, même pour de faibles valeurs de ¸.

Nous avons vu dans cette partie que la th¶eorie classique du choix statique de
portefeuille permet de capter des e®ets non triviaux de chocs sur les rendements
esp¶er¶es, les volatilit¶es et l'aversion au risque dans le cas d'un investisseur repr¶esentatif
am¶ericain faisant face µa des contraintes explicites.

La section suivante poursuit cette id¶ee en insistant sur le rôle moteur du taux
d'int¶erêt domestique dans le choix de portefeuille. Nous allons donc pr¶esenter un
modµele de choix de portefeuille en temps continu dans lequel l'¶el¶ement moteur est
une variable d'¶etat repr¶esent¶ee par le taux d'int¶erêt domestique de l'investisseur.
L'impact de cette mod¶elisation nous semble pouvoir expliquer certains aspects du
home bias.

2 Le march¶e ¯nancier international en temps con-

tinu

L'approche pr¶ec¶edente, bas¶ee sur une mod¶elisation en temps discret, ne permet
pas de prendre su±samment en compte l'¶evolution dynamique de certains facteurs
d¶eterminants comme l'in°uence des taux domestiques ou la sp¶eci¯cit¶e de la volatilit¶e
importante des taux de change (propri¶et¶e par exemple de \retour µa la moyenne", µa
plus ou moins long terme).

Nous exposons dans ce qui suit une mod¶elisation en temps continu bas¶ee es-
sentiellement sur une description de la dynamique des march¶es par des proces-
sus gaussiens5. Puis nous choisissons d'illustrer notre approche dans un modµele
d'¶equilibre des taux domestiques et des taux de change, introduit par Amin et Jar-
row (1991) et ¶etendu par Frachot (1995).

2.1 Les actifs ¯nanciers internationaux

Notons S0 l'indice actions domestiques et Sj ; j 2 f1; :::; n¡1g les indices des actions
¶etrangµeres. S0 et Sj sont des vecteurs nj-dimensionnels. Nous supposons que leurs
dynamiques sont d¶ecrites par des di®usions :

8j ¸ 0; 8i · nj ; dS
i;j
t = Si;jt

³
¹S

i;j

dt+ [¾S
i;j

]0dWt

´
Comme pr¶ec¶edemment, le mouvement brownien (Wt)t r¶esume les di®¶erentes sour-

ces d'incertitude pesant sur les march¶es. Nous supposons que le march¶e est com-
plet, c'est-µa-dire que le brownien a autant de composantes que le nombre d'actifs ¯-

5Cette m¶ethodologie peut cependant être ¶etendue µa d'autres dynamiques.
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nanciers. Si d'autres sources d'incertitude peuvent être identi¯¶ees, nous introduisons
le nombre de composantes suppl¶ementaires n¶ecessaires6.

L'hypothµese de non arbitrage sur les march¶es internationaux est coh¶erente dans
la mesure oµu, en cas d'opportunit¶e d'arbitrage momentan¶ee, le march¶e corrige cette
anomalie.

Consid¶erons le facteur d'actualisation domestique ¯0 :

¯0t = exp[

Z t

0

r0sds] (10)

Soit Ijt , la valeur du taux de change de la monnaie ¶etrangµere j exprim¶ee en
monnaie nationale et Bj(t; T ) le z¶ero-coupon de r¶ef¶erence du pays j.

Sous l'hypothµese de non-arbitrage, tous les actifs convertis en monnaie domes-
tique et actualis¶es par le facteur ¯0 sont des martingales sous la probabilit¶e neutre

au risque Q0. Autrement dit
S
i;j
t I

j
t

¯0t
et

B
j
t I
j
t

¯0t
sont des martingales sous Q0.

Notons ~Si;jt le prix unitaire exprim¶e en monnaie domestique de l'indice actions
( ~Si;jt = Si;jt Ijt ) et ~Bj

t celui de l'obligation z¶ero-coupon de r¶ef¶erence ~Bj
t = Bj

t I
j
t .

Rappelons que (Ijt )t v¶eri¯e :

dIjt = Ijt

³
¹I

j

dt+ [¾I
j

]0dWt

´
(11)

En cons¶equence, nous obtenons :

d ~Si;jt = ~Si;jt

³
¹
~Si;jdt+ [¾

~Si;j ]0dWt

´
(12)

avec les paramµetres suivants modi¯¶es par le taux de change :

¹
~Si;j = ¹I

j

+ ¹S
i;j ¡ 1=2¾0I

j

¾S
i;j

et ¾
~Si;j = ¾I

j

+ ¾S
i;j

(13)

Les valeurs des z¶ero-coupons sont donn¶ees par :

d ~Bj
t = ~Bj

t

³
¹
~Bjdt+ [¾

~Bj ]0dWt

´
avec les paramµetres suivants modi¯¶es par le taux de change :

¹
~Bj = ¹I

j

+ ¹B
j ¡ 1=2¾0I

j

¾B
j

et ¾
~Bj = ¾I

j

+ ¾B
j

(14)

2.2 Le portefeuille optimal

Nous supposons que l'investisseur maximise l'utilit¶e esp¶er¶ee de la valeur terminale
de son portefeuille. L'ensemble de ses strat¶egies possibles est restreint µa un sous-
ensemble convexe ferm¶e7.

6Dans le cas de l'incompl¶etude, une mesure particuliµere neutre au risque doit être choisie.
7Pour une d¶emonstration d¶etaill¶ee des r¶esultats, voir Prigent (1999).
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Cette hypothµese permet, par exemple, de tenir compte d'interdictions ou de re-
strictions de vente µa d¶ecouvert ou bien de ¯xer des bornes sp¶eci¯ques sur les propor-
tions µa investir sur les di®¶erents actifs par cat¶egorie ou par pays8.

Consid¶erons le processus X qui d¶ecrit la valeur du portefeuille associ¶ee µa la
strat¶egie µ de l'investisseur qui est le vecteur des proportions µl de son capital in-
vesties sur les actifs l. De maniµere standard, ces strat¶egies sont bas¶ees sur l'information
d¶elivr¶ee par l'observation des prix, mod¶elis¶ee par la ¯ltration (F t)t.

Notons µB
j

et µS
i;j

les proportions investies respectivement sur le z¶ero-coupon Bj

et l'indice actions Si;j. La valeur du portefeuille est donn¶ee par Xt :

dXt =
X
j

µB
j

Xt

³
¹
~Bjdt+ [¾

~Bj ]0dWt

´
+
X
i;j

µS
i;j

Xt

³
¹
~Si;jdt+ [¾

~Si;j ]0dWt

´
(15)

+ (1¡
X
j

µB
j ¡

X
i;j

µS
i;j

)Xtr
0dt

Le problµeme d'optimisation est le suivant :

MaxIE[U(XT )] : avec µ 2 K

oµu K est un convexe ferm¶e mod¶elisant les contraintes sur les strat¶egies et U d¶esigne
la fonction d'utilit¶e de l'investisseur.

On peut consid¶erer en particulier le cas d'une fonction d'utilit¶e µa aversion absolue
au risque constante (CARA)9 : U(x) = x®=®.

Introduisons la matrice des volatilit¶es §t et bt le vecteur des rendements instan-
tan¶es exprim¶es en monnaie domestique. Soit ´0 la prime de risque du march¶e. La
fonction indicatrice du convexe (¡K) est not¶ee ±(xjK). On a :

±(xjK) = supµ2K(¡µ0x)
Le portefeuille optimal exprim¶e en proportion du capital total investi est donn¶e

par (solution de Merton) :

µ¤t =
1

1¡ ®
[§t§

0
t]
¡1 £'t + bt ¡ r0t 1

¤
oµu 't d¶esigne le paramµetre de Lagrange associ¶e µa la contrainte sur les strat¶egies
d'investissement :

't = argminx2 ~K
£
2±(xjK) + jj´0t +§¡1t xjj2 + 2(1¡ ®)±(xjK)

¤
Notons que pour le cas de l'utilit¶e logarithmique U(x) = Log(x), le portefeuille
optimal est associ¶e au processus ' solution de :

't = argminx2 ~K
£
2±(xjK) + jj´0t +§¡1t xjj2¤

8Les r¶esultats math¶ematiques utilis¶es sont ceux de l'analyse convexe et de la th¶eorie de la dualit¶e
(voir par exemple Cvitanic et Karatzas, 1992).

9Voir Prigent (1999) pour le cas g¶en¶eral.
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La solution est donc :

µ¤t = [§t§
0
t]
¡1 £'t + bt ¡ r0t 1

¤
(16)

Notons que cette solution est analogue µa celle du modµele sans contrainte de
Merton mis µa part le terme ' qui apparâit comme une modi¯cation des taux de
rendements instantan¶es b. Ce processus est complµetement d¶etermin¶e par l'ensemble
sp¶eci¯que des contraintes K et d¶epend des paramµetres du march¶e µa travers la prime
de risque ´0 et l'inverse de la matrice des volatilit¶es §.

Pour d¶eterminer la solution, il est n¶ecessaire d'isoler le processus ('t)t. Rappelons
que dans le cadre de contraintes de type "rectangulaires" qui correspondent µa des
bornes sp¶eci¯ques sur les proportions µa investir, l'ensemble des contraintes K est le
produit

Q
Ki oµu Ki = [®i; ¯i] pour des valeurs ¯x¶ees ¡1 · ®i · 0 · ¯i · +1.

En cons¶equence, ±(xjK) =
P

i ¯i(¡xi)^0¡
P

i ®ixi_0, oµu a^0 (resp. a_0) d¶esigne
le minimum entre 0 et a (resp. le maximum).

Remarquons qu'en observant le choix des investisseurs µ¤t , il est possible d'en
d¶eduire ' et donc, sous certaines conditions, d'identi¯er les contraintes repr¶esent¶ees
par K. L'exemple suivant va illustrer cette possibilit¶e de retrouver les contraintes
de l'investisseur.

2.3 Exemple

Illustrons µa pr¶esent ces r¶esultats en consid¶erant le modµele de structure µa terme des
taux d'int¶erêt et des taux de change d'Amin et Jarrow (1991) et de Frachot (1995).
Ce modµele introduit un systµeme coh¶erent pour d¶ecrire la structure de ces taux en
excluant les possibilit¶es d'arbitrage. Des volatilit¶es stochastiques peuvent, par exem-
ple, être incluses dans ce modµele et être compatibles avec une forme de la structure
µa terme qui est lin¶eaire par rapport aux variables d'¶etat.

Consid¶erons un investisseur qui traite deux indices, l'un domestique S1 et l'autre
¶etranger S2, et dont les dynamiques sont donn¶ees par :½

dS1t = S1t [¹
1dt+ ¾1;1dW 1

t ++¾1;2dW 2
t ]

dS2t = S2t [¹
2dt+ ¾2;1dW 1

t + ¾2;2dW 2
t ]

Il existe une corr¶elation entre ces indices. rf d¶esigne le taux domestique ¶etranger.
rt et It sont des processus de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) et v¶eri¯ent donc la propri¶et¶e
de \retour µa la moyenne" :½

drt = (Á¡ 'rt)dt+
p
®rtdW

3
t

dIt
It

= (rt ¡ rft )dt+
p
®rt(a

IdW 3
t + bIdW 4

t )

Le taux de change a un risque additionnel mod¶elis¶e par W 4. Compl¶etons en¯n le
march¶e par deux actifs ¯ctifs : ½

dS3t = S3t [dW
3
t ]

dS4t = S4t [dW
4
t ]
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La matrice § est alors donn¶ee par :2664
¾1;1 ¾1;2 0 0
¾2;1 ¾2;2 (

p
®rt)a

I (
p
®rt)b

I

0 0 1 0
0 0 0 1

3775
Son inverse est :

1
(¾1;1¾2;2¡¾1;2¾2;1)

2664
¾2;2 ¡¾1;2 ¾2;2(

p
®rt)a

I ¾2;2(
p
®rt)b

I

¡¾2;1 ¾1;1 ¡¾1;1(p®rt)aI ¡¾1;1(p®rt)bI
0 0 (¾1;1¾2;2 ¡ ¾1;2¾2;1) 0
0 0 0 (¾1;1¾2;2 ¡ ¾1;2¾2;1)

3775
L'excµes de taux de rendement instantan¶e b est :8>><

>>:
b1t = ¹1 ¡ rt
b2t = ¹2 ¡ rft
b3t = ¡rt
b4t = ¡rt

La prime de risque ´0 v¶eri¯e ´0t = §¡1t [bt ¡ rt1]; ce qui implique ici :8>>><>>>:
´1t =

(¹1¡rt)¾2;2¡(¹2¡rft )¾1;2¡rt¾2;2(
p
®rt)(aI+bI)

¾1;1¾2;2¡¾1;2¾2;1

´2t =
¡(¹1¡rt)¾2;1+(¹2¡rft )¾1;1+rt¾1;1(

p
®rt)(aI+bI )

¾1;1¾2;2¡¾1;2¾2;1
´3t = ¡rt
´4t = ¡rt

Le cône des contraintes K est donn¶e par :

K = fµ 2 IR4j®1 · µ1 · ¯1;®2 · µ2 · ¯2; µ3 = µ4 = 0g

La fonction ±(xjK) est d¶e¯nie par :

±(xjK) = ¯1((¡x1) ^ 0) + ¯2((¡x2) ^ 0)¡ ®1(x1 _ 0)¡ ®2(x2 _ 0):

Rappelons que le portefeuille optimal µ¤ v¶eri¯e :

µ¤t = [§t§
0
t]
¡1 £'t + bt ¡ r0t 1

¤
Supposons par exemple que ®1 = 0 et ®2 = 0 (pas de possibilit¶e de vente µa

d¶ecouvert sur ces titres). Nous proc¶edons ensuite µa des simulations, repr¶esent¶ees par
le graphique 5 de l'annexe, pour les paramµetres suivants :

rft ¹1 ¹2 ¾1;1 ¾1;2 ¾2;1 ¾2;2 ® aI = bI ¯1 = ¯2
0,025 0,10 0,15 0,20 0,15 0,15 0,19 1,00 2,00 3,00
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Dans ce modµele, la variable d'¶etat est le taux domestique rt. C'est µa partir de
cette variable d'¶etat que l'on d¶etermine complµetement la structure du portefeuille
optimal. Ainsi, on retrouve bien l'e®et qu'µa partir d'un certain seuil, une hausse du
taux domestique favorise l'investissement dans l'actif obligataire, au d¶etriment des
indices actions domestiques et ¶etrangers.

D'un point de vue empirique, il est n¶ecessaire de d¶eterminer la matrice des
volatilit¶es § et d'estimer la prime de risque associ¶ee µa la fonctionnelle des prix,
c'est-µa-dire la probabilit¶e risque-neutre qui lui est associ¶ee. Bien ¶evidemment, celle-
ci d¶epend des dynamiques des taux de change et prend donc en compte le risque
de change. Par la suite, il est possible de calculer le portefeuille optimal µa partir
des contraintes sp¶eci¯ques en utilisant un programme auxiliaire non contraint dans
lequel tous les drifts ont ¶et¶e modi¯¶es par addition du processus '. Ce processus
est lui-même la solution d'un problµeme de minimisation particulier, qui peut être
r¶esolu de maniµere explicite ou dont les solutions peuvent ais¶ement être calcul¶ees
num¶eriquement.

Conclusion
Cet article o®re un cadre coh¶erent pour l'analyse des investissements domestiques

et internationaux. En partant d'un modµele statique, nous r¶esolvons le problµeme
du choix de portefeuille international pour un investisseur soumis µa des contraintes
sp¶eci¯ques (limitation d'investissements, restrictions sur les ventes µa d¶ecouverts...).

Les intuitions issues de ce premier modµele nous ont ensuite amen¶e¶es µa ¶elaborer un
modµele dynamique s'appuyant sur une hypothµese sp¶eci¯que de non arbitrage : tous
les actifs exprim¶es en monnaie domestique et actualis¶es au taux domestique sont des
martingales sous une probabilit¶e risque-neutre. La mod¶elisation de la structure par
terme des taux peut ainsi par exemple suivre les conditions d'absence d'opportunit¶es
d'arbitrage de Heath, Jarrow and Morton (1992). De plus, en suivant Frachot (1995),
nous pouvons retenir des structures de volatilit¶es stochastiques pour les taux domes-
tiques et ¶etrangers et d¶eterminer de fa»con endogµene la structure par terme des taux
¶etrangers.

D'autre part, nous sugg¶erons d'inverser le raisonnement d'optimisation classique.
En e®et, µa partir des solutions observ¶ees pour le portefeuille optimal, il est possi-
ble d'extraire de l'information concernant la forme des contraintes que s'impose
l'investisseur. Il nous semble int¶eressant et prometteur d'analyser en particulier la
fa»con dont ¶evoluent les contraintes en fonction de variables mesurables ou de fac-
teurs macro¶economiques particuliers ou, plus prµes de notre contexte, en fonction de
l'¶evolution de coûts particuliers comme les coûts de transactions, d'information...
pr¶esents sur les march¶es ¯nanciers internationaux.
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